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MỞ ĐẦU 

 

Nguyên lí điểm bất động (hay nguyên lí ánh xạ co) đã được Banach 

chứng minh vào năm 1922. Từ đó đã có nhiều tác giả mở rộng kết quả này cho 

nhiều loại ánh xạ khác nhau trên các không gian khác nhau. Hướng thứ nhất là 

mở rộng khái niệm không gian metric. Đầu tiên phải kể đến khái niệm không 

gian b - metric được đưa ra bởi Bakhtin [2]. Tác giả đã chứng minh Định lí 

điểm bất động đối với ánh xạ co trong không gian b - metric, là tổng quát hóa 

của nguyên lí co Banach trong không gian metric. Tiếp đến là khái niệm không 

gian 2-metric được đưa ra bởi Gahler [4] và khái niệm không gian D-metric 

được đưa ra bởi Dhage [3]. Năm 2004, Mustafa và Sims [7] đã đưa ra khái niệm 

không gian G-metric. Gần đây, Một số tác giả như Mustafa, Chugh, Shatanawi, 

Mohanta,...đã quan tâm nghiên cứu  và đạt được một số kết quả về điểm bất 

động đối với các ánh xạ co trong không gian G-metric đầy đủ. Hướng thứ hai 

phải kể đến là nghiên cứu điểm bất động trong các không gian nói trên nhưng 

đối với ánh xạ giãn. Theo hướng này, một số tác giả đã đạt được các kết quả 

đẹp đẽ như Maheshwari, Mustafa, Awawdeh, Shatanawi, Sahu, Sanodia, 

Gupta,... 

Theo hướng nghiên cứu này chúng tôi chọn đề tài: “Định lí điểm bất 

động đối với ánh xạ giãn trong không gian G- metric“. 

Đề tài có ý nghĩa thời sự, đã và đang được nhiều nhà toán học trong và 

ngoài nước quan tâm nghiên cứu. 

Nội dung đề tài được viết chủ yếu dựa trên các tài liệu [1], [9] và [10], 

gồm 35trang, trong đó có phần mở đầu, hai chương nội dung, phần kết luận và 

danh mục tài liệu tham khảo. 

Chương 1: Trình bày một số khái niệm và tính chất cơ bản của không 

gian G - metric.  
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Chương 2: Là nội dung chính của đề tài, trình bày một số kết quả về điểm 

bất động và điểm bất động chung đối với ánh xạ giãn trong không gian G -

metric. 

Cuối cùng là phần kết luận trình bày tóm tắt kết quả đạt được.  
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CHƯƠNG 1 

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ VỀ KHÔNG GIAN G - METRIC 

 

1.1. Không gian G - Metric 

Định nghĩa 1.1.1. Một không gian G - metric là cặp ( , )E G , trong đó E  là 

một tập khác rỗng và : [0, )G E E E´ ´ ® ¥  là một hàm sao cho với mọi 

, , w,u v a EÎ , các điều kiện sau đây được thỏa mãn: 

1
( ) ( , , w) 0G G u v =  nếu wu v= = ;                                                            

2
( ) ( , , ) 0G G u u v >  với mọi ,u v EÎ , với u v¹ ;                                        

3
( ) ( , , ) ( , , w)G G u u v G u v£  với mọi , , wu v EÎ , với w v¹ ;                       

4
( ) ( , , w) ( , w, ) ( , w, ) ...G G u v G u v G v u= = = (đối xứng với cả 3 biến);        

5
( ) ( , , w) ( , , ) ( , , w)G G u v G u a a G a v£ +   (bất đẳng thức hình chữ nhật). 

Hàm G  như trên được gọi là một G - metric trênE . 

Các tính chất trên có thể giải thích theo nghĩa của không gian metric. 

Cho ( , )E r  là một không gian metric và : [0, )G E E E´ ´ ® ¥  là hàm số 

được xác định bởi 

( , , w) ( , ) ( , w) ( , w)G u v u v u vr r r= + +  với mọi , , wu u EÎ . 

Khi đó ( , )E G  là một không gian G - metric. Trong trường hợp này, ( , , w)G u v  

có thể hiểu là chu vi của tam giác với các đỉnh ,u v  và w . Điều kiện
1

( )G  có 

nghĩa là với một điểm ta không thể có chu vi dương, và điều kiện
2

( )G  tương 

đương với  khoảng cách giữa hai điểm khác nhau không thể bằng 0. Hơn nữa, 

vì chu vi của một tam giác không phụ thuộc vào thứ tự các đỉnh của nó, nên ta 

có 
4

( )G . Cuối cùng, 
5

( )G  là mở rộng của bất đẳng thức tam giác sử dụng một 

đỉnh thứ tư.  

Ví dụ 1.1.2. Nếu ,E EÌ ¹ Æ¡ ,  thì hàm : [0, )G E E E´ ´ ® ¥ được xác 

định bởi 
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( , , w) | | | w | | w |G u v u v u v= - + - + -    với mọi , , wu u EÎ , 

là một G - metric trên E . 
 

Định nghĩa 1.1.3.Không gian G - metric ( , )E G  gọi là đối xứng nếu  

( , , ) ( , , )G u v v G v u u=  với mọi ,u v EÎ . 

1.2. Một số tính chất cơ bản của G - Metric 

Mệnh đề 1.2.1.Nếu ( , )E G  là không gian G - metric thì 

( , , ) 2 ( , , )G u v v G v u u£   với mọi ,u v EÎ .                        

Chứng minh. Theo bất đẳng thức hình chữ nhật (G5) cùng với tính đối xứng 

(G4), ta có 

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 2 ( , , ).G u v v G v v u G v u u G u v u G v u u= £ + =  

Hệ quả 1.2.2.Cho { }
n

u  và { }
n

v  là hai dãy trong không gian G - metric ( , )E G

. Khi đó lim ( , , ) 0
n n nn

G u u v
® ¥

= Û lim ( , , ) 0
n n nn

G u v v
® ¥

= . 

Mệnh đề 1.2.3.Cho ( , )E G  là không gian G - metric. Khi đó, với mọi

, , w,u v a EÎ , ta có  

( )a ( , , w) ( , , ) ( , , w).G u v G u u v G u u£ +  

( )b ( , , w) ( , , ) ( , , ) (w, , ).G u v G u a a G v a a G a a£ + +  

( )c ( , , w) ( , , ) max{ ( , w, w), (w, , )}G u v G u v a G a G a a- £ . 

( )d  Nếu 2n ³  và 
1 2
, , ...,

n
u u u EÎ  thì  

1

1 1 11
( , , ) ( , , )

n

n n i i ii
G u u u G u u u

-

+ +=
£ å  và                         

1

1 1 11
( , , ) ( , , )

n

n i i ii
G u u u G u u u

-

+=
£ å .                   (1.1) 

( )e  Nếu ( , , w) 0G u v =  thì wu v= = . 

( )f ( , , w) ( , , w) ( , , w).G u v G u a G a v£ +  

( )g
2

( , , w) [ ( , , ) ( , , w) ( , , w)].
3

G u v G u v a G u a G a v£ + +  
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( )h Nếu \ {w, }u E aÎ  thì ( , , w) ( , , ) ( , , w).G u v G u v a G a u- £  

( )i ( , , ) 2 ( , , w)G u v v G u v£ . 

Chứng minh.( )a  Áp dụng 
4

( )G  và 
5

( )G  với a u= , ta có 

( , , w) ( , , w) ( , , ) ( , , w)G u v G v u G v u u G u u= £ +  

 ( , , ) ( , , w).G u u v G u u= +     

( )b Áp dụng 
5

( )G  hai lần và sử dụng 
4

( )G , ta có 

( , , w) ( , , ) ( , , w) ( , , ) ( , , w)G u v G u a a G a v G u a a G v a£ + = +  

( , , ) ( , , ) ( , , w).G u a a G v a a G a a£ + +    

( )c  Theo 
4

( )G  và 
5

( )G , ta có 

( , , w) (w, , ) (w, , ) ( , , w),G u v G v u G a a G a v= £ +  

( , , ) ( , w, w) (w, , ).G a v u G a G v u£ +  

Suy ra, 

( , , w) ( , , ) (w, , )G u v G a v u G a a- £  và 

( , , ) ( , , w) ( , w, w).G a v u G u v G a- £  

     Do đó,  

( , , w) ( , , ) max{ ( , w, w), (w, , )}.G u v G u v a G a G a a- £  

( )d  Nếu 2n = , điều đó là hiển nhiên, và nếu 3n =  thì (1.1) là tính chất 
5

( )G  

khi cho 
1

u u= , 
2

a u=  và 
3

wv u= = . Bằng cách quy nạp, nếu (1.1) xảy ra 

với 3n ³  thì nó cũng xảy ra với 1n +  bởi vì, cũng theo 
5

( )G  và giả thiết quy 

nạp, ta có 

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , )

n n n n n n n
G u u u G u u u G u u u

+ + + +
£ +  

1

1 1 1 11
( , , ) ( , , )

n

i i i n n ni
G u u u G u u u

-

+ + + +=
£ +å  

1 11
( , , ).

n

i i ii
G u u u

+ +=
= å  


